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  :سري اول 3پاسخ تمرين شماره 

نظر كردن بعضي از متغيرها و پارامترهاي سيستم، يك سيستم غيرخطي به يك سيستم خطي تبديل  ملاحظه شد كه با صرف

  . دهيمشد اكنون اين سيستم خطي را به فرم فضاي حالت نمايش مي

����r��� � 	 0 1�� 0� 	x�x�� 
كه اين سامانه داراي دو قطب كه يكي پايدار و ديگري ناپايدار است، براي رسم صفحه حالت در ابتدا بردارهاي ويژه اين دانيم مي

��|  . آوريمسامانه را بدست مي � �| � 0 

|�� � �| � � � �1��� � � � �� � �� � 0 

� � �� 

��� � ���� � 0         	 � �1��� � � �� �  0     �� � 	1��    
���� � ���� � 0         	 �� �1��� ��� �� �  0     �� � 	�1� �  

مي دانيم اگر شرايط اوليه را در راستاي بردارهاي ويژه انتخاب كنيم آنگاه همواره مسير حالت در آن راستا باقي خواهد ماند 

  . كنيمهاي ويژه را ترسيم ميبنابراين در ابتدا اين بردار
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ارهاي ويژه مربوط به مود پايدار سيستم و ديگري مربوط به مود ناپايدار سيستم است بنابراين با انتخاب مي دانيم يكي از اين برد

  . دهيمجهت براي بردارهاي ويژه اين موضوع را نشان مي

 به نام او

  اصول كنترل غيرخطي
  

  دومسري  مرينتپاسخ 

 

 

 دانشكده مهندسي برق

�كنتر سيستم و گروه  

نوبري حيراني: مدرس  



٢ 
 

R

R&

1

r

1−

  
  .كنيماكنون به عنوان نمونه شرايط اوليه را در ناحيه اول انتخاب مي
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شود كه اگر بردار شرط اوليه را بر بردارهاي ويژه تصوير كنيم آنگاه سهم بردار ويژه مربوط به مود ناپايدار بيشتر است ملاحظه مي

  .يابداي است كه در ادامه سهم بردار ويژه ناپايدار بيشتر شده و سهم بردار ويژه پايدار كاهش ميبنابراين مسير حالت به گونه
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حال اگر شرايط اوليه را در ناحيه دوم انتخاب كنيم، در ابتدا وزن بردار ويژه ناپايدار كمتر از وزن بردار ويژه پايدار است و در اين 

 صورت مسير حالت در حال حركت به سمت نقطه تعادل است اما بايد توجه داشت كه كه با حركت مسير حالت به سمت نقطه

افتد كه مسير حالت يابد و اين تا زماني اتفاق ميتعادل وزن بردار ويژه مود ناپايدار افزايش و وزن بردار ويژه مود پايدار كاهش مي
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وارد ناحيه اول شود در اين حالت وزن بردار ويژه ناپايدار  بيشتر از وزن بردار ويژه پايدار خواهد شد و مسير حالت در راستاي 

  .كندد ناپايدار حركت ميبردار ويژه مو
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  . توان براي نواحي ديگر نيز اين كار را انجام دادبه همين ترتيب مي
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 حال سوال اين است كه اگر از ناحيه چهارم شروع كنيم آيا به هدف برخورد خواهيم كرد؟ در آغاز بايد اين موضوع را مورد

كند؟ بايد توجه داشت كه هنگامي كه فاصله موشك تا هدف به بررسي قرار دهيم كه در چه صورتي موشك به هدف برخورد مي

-مسير حالت با شروع از ناحيه چهارم به صورت زير مي. صفر برسد آنگاه مي توان گفت كه موشك به هدف اصابت كرده است

  . شود
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رود تا برخورد صورت گيرد مي انتخاب كنيم مسير حالت به سمتي 1مي شود كه اگر شرايط اوليه را در  ناحيه شماره ملاحظه 

� � توان با در نظر گرفتن شرط زير انتخاب كنيم آنگاه برخورد صورت نخواهد گرفت در واقع مي 2، و اگر در ناحيه شماره 0

���  .برخورد را حتمي دانست � �� 

را بتوان كوچكتر در نظر گرفت آنگاه ناحيه وسيع تري وجود خواهد داشت كه اگر شرايط اوليه در آن  �واضح است كه هرچه 

  . ناحيه انتخاب شود برخورد صورت گيرد

 :1پاسخ تمرين شماره 

 : بيان مي داشت كه اين قضيه. كنيماي كه آموختيم استفاده ميدر ابتدا براي بررسي پايداري اين سيستم از قضيه) الف

�يك سيستم مرتبه اول در نقطه تعادل  � �پايدار است اگر و فقط اگر در همسايگي مركز، شرط  0���� � برقرار  0

  .باشد

�  : دهيمبراي سيستم داده شده شرط بالا را مورد بررسي قرار مي��� � ��� 

����� � �� � 0 

  . آمده است اين سيستم پايدار است) اگر و فقط اگر(قضيه ملاحظه شد كه شرط بالا برقرار است و چون در صورت 

  : كنيمبراي بررسي پايداري مجانبي در ابتدا به تعريف رجوع مي) ب

بررسي پايداري در قسمت قبل . مي گوييم يك سيستم هنگامي پايدار مجانبي است كه هم پايدار و هم جاذب باشد

  . انجام گرفت اكنون تنها كافي است شرط جاذب بودن را مورد بررسي قرار دهيم

�!  . كنيمشرط جاذب بودن را بازنويسي مي"! � #�$"� % ��$" & $, $", �"� % 0  (�  $ % ∞ 
�0�ي تعريف ذكر شده ابتدا بايد حل سيستم بالا را به ازاء شرط اوليه با توجه به� � ��  . بدست آوريم "� � ��� *�*$ � ��� 

*��� � �*$ 

� 12�� & , � �$ 

��$� � - 1�2$ & *� , * � 1�"� 

��$� � �".2$�"� & 1 

  . اكنون كافي است تا شرط لازم براي برقراري پايداري مجانبي را چك كنيم

lim2%3 ��$, 0, �"� � lim2%3
�".2$�"� & 1 � 0 

  . باشدتوان نتيجه گرفت اين سيستم پايدار مجانبي ميبنابراين مي

  . خواهيم اين سيستم را از ديدگاه پايدار نمايي مورد برسي قرار دهيمدر اين قسمت مي) ج

  :تعريف پايدار نمايي را مي نويسيم

,�هاي نقطه تعادل صفر هنگامي پايدار نمايي است كه ثابت (, 4 5 "$��!  وجود داشته باشد كه در آن  0 & $, $", �"�! � (!�"!6782, 9$, $" : 0,   9�";<= 
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-دهيم و با  استفاده از برهان خلف نشان مياكنون با جاگذاري حل بالا در تعريف، اين موضوع را مورد بررسي قرار مي

  . دهيم اين سيستم پايدار نمايي نيست 

> �".2$�"� & 1> � (!�"!6782, 9$, $" : 0,   9�";<= 

1.2$�"� & 1 � (6782, 9$, $" : 0,   9�";<= 

682
.2$�"� & 1 � (, 9$, $" : 0,   9�";<= 

∞بنابراين . كندنهايت ميل كند سمت چپ نامساوي به سمت بي نهايت ميل ميبه سمت بي  $اكنون اگر  � بايد  )

  . باشدتوان نتيجه گرفت اين سيستم پايدار نمايي نميبنابراين مي. در تناقض است باشد كه اين موضوع با فرض

  :4پاسخ تمرين شماره 

�  : ، معادلات به صورت زير در خواهند آمد1با جاگذاري پارامترها با عدد �� � ���1 � ��� 

��� � ����1 � ��� 

خواهيم با روش خطي سازي حول نقطه تعادل به بررسي پايداري اين سيستم در حول و حوش نقطه تعادل مي

  . بپردازيم در ابتدا نقاط تعادل سيستم را بدست مي آوريم

���1 � ��� � 0 % ?�� � 0�� � 1@ 
����1 � ��� � 0 % ?�� � 1�� � 0@ 

  : با استفاده از نتايج بدست آمده درخواهيم يافت كه اين سيستم مي تواند داراي نقاط تعادل زير باشد

	x�x�� � 	00� , 	11� 

  . كنيمسيستم را در حول و حوش نقاط تعادل بدست آمده خطي سازي مي

�x� �x� �� �
AB
BB
C@D�����D�� EFGH"

@D�����D�� EFIH"
@D�����D�� EFGH"

@D�����D�� EFIH"JK
KK
L

	x�x�� 

�x� �x� �� � 	1 00 �1� 	x�x�� 
ملاحضه مي شود كه يكي از مقادير ويژه سيستم پايدار و ديگري ناپايدار است در اصلاح به اين حالت، حالت زيني اطلاق مي 

دانيم كه اگر در خطي سازي به اين حالت برخورد كرديم، سيستم غيرخطي نيز داراي هايمان ميبا استفاده از آموخته. شود

  . ي تعادل ناپايدار استغيرخطي در حول و حوش اين نقطهبنابراين سيستم . چنين حالتي است

  . كنيماكنون براي نقطه تعادل ديگر خطي سازي مي

�x� �x� �� �
AB
BB
C@D�����D�� EFGH�

@D�����D�� EFIH�
@D�����D�� EFGH�

@D�����D�� EFIH�JK
KK
L

	x�x�� 

�x� �x� �� � 	0 �11 0 � 	x�x�� 



٦ 
 

گر در خطي سازي به چنيني حالتي برخورد كرديم در اين حالت مقادير ويژه سيستم از نوع موهومي محض است مي دانيم كه ا

هاي ديگري براي بررسي توانيم درباره رفتار سيستم غيرخطي در حول و حوش تعادل اظهار نظري بكنيم و بايد از روشنمي

  . پايداري اين سيستم حول و حوش تعادل استفاده كنيم

  :7پاسخ تمرين شماره 

1� 	 0 1�2 �3� 
��� & 3� & 2 � �� & 3� & 2 � �� & 1��� & 2� � 0 % �� � �1, �� � �2 

�1 � 	 0.7071�0.7071� , �2 � 	 0.4472�0.8944� 
دانيم كه اگر شرايط اوليه را در مي .ي تعادل پايدار استهر دو مقدار ويژه سمت چپ محور موهومي هستند در نتيجه نقطه

هاي ويژه را رسم اين بردار راستاي بردارهاي ويژه انتخاب كنيم، مسير حالت در همان راستا باقي خواهد ماند بنابراين در ابتدا

ي فاز حركت را آغاز ي دلخواه از صفحهفرض كنيد از يك نقطه). انداين بردارها در شكل با رنگ قرمز مشخص شده(كنيم مي

براي رسم مسير . ي تعادل استاي است كه جهت آن به سمت نقطهي تعادل پايدار است مسير حالت به گونهكنيم، چون نقطه

اين بردار در شكل با (ي حالتي كه در آن واقع هستيم را در نظر بگيريم ي تعادل به نقطهاست كه بردار واصل نقطهحالت نياز 

ي بسته به ميزان تصوير بردار مورد نظر بر روي بردارهاي ويژه و مقدار عددي مقدار ويژه). رنگ مشكي نشان داده شده است

ير حالت را رسم كرد بدين ترتيب كه هر چه ميزان تصوير بردار مورد نظر بر روي يك توان شمايي از مسمتناظر هر بردار ويژه مي

ي مورد نظر ي متناظر آن بردار ويژه از مبدا دورتر باشد مسير حالت در راستاي بردار ويژهبردار ويژه بيشتر بوده و مقدار ويژه

�$��  :بناميم مسير حالت مطابق زير خواهد بود �ا ي حالت ري تعادل به نقطهخواهد بود چرا كه اگر بردار واصل نقطه � (��$��� & (��$��� 

��$� � (��$���6SG2 & (��$��� 6SI2    

در مورد . از مبدا دورتر باشد ��بزرگتر بوده و مقدار  �)ي اول غالب باشد بايد مقدار براي اين كه حركت در راستاي بردار ويژه

است لذا حركت غالب مسير حالت در راستاي بردار  �)بزرگتر از  �)ي دلخواهي كه در نظر گرفتيم ابتدا مقدار همين نقطه

رسيم كه بردار واصل آن با رنگ بنفش نشان داده شده است كه در آن ي دوم است تا جايي كه در مسير حالت به حالتي ميويژه

شود تا جايي كه در و حركت در راستاي مجموع دو بردار ويژه انجام مي نزديك به هم بوده �)و  �)حول و حوش مقادير 

 �)از  �)رسيم كه بردار واصل آن به با رنگ سبز نشان داده شده است كه در آن حول و حوش مقدار مسير حالت به حالتي مي

  . ي اول استبزرگتر است و حركت غالب در راستاي بردار ويژه
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��λرا طوري يافته كه ماتريس به شكل استاندارد  Tالبته راه ديگري نيز وجود دارد و آن اين كه ابتدا تبديل  00 λ�� تبديل شود .

استفاده كرده و مسير  Tسپس از تبديل معكوس . كنيمرا مطابق شكل زير رسم مي �Vو  �Vآنگاه مسير حالت متغيرهاي جديد 

  .كنيمحالت را رسم مي

  2� 	0 �11 2 � 
��� � 2� & 1 � �� � 2� & 1 � �� � 1�� � 0 % �� � 1, �� � 1 

�1 � 	�0.70710.7071 � , �2 � 	�0.70710.7071 � 
دانيم كه اگر شرايط اوليه را در مي .ي تعادل ناپايدار استهر دو مقدار ويژه سمت راست محور موهومي هستند در نتيجه نقطه

هاي ويژه كه در اين باقي خواهد ماند بنابراين در ابتدا اين بردارراستاي بردارهاي ويژه انتخاب كنيم، مسير حالت در همان راستا 

ي فرض كنيد از يك نقطه). است اين راستا در شكل با رنگ قرمز مشخص شده(كنيم حالت هر دو بر هم منطبقند را رسم مي

اي است كه جهت آن از سمت نهي تعادل ناپايدار است مسير حالت به گوي فاز حركت را آغاز كنيم، چون نقطهدلخواه از صفحه

ي حالتي كه در آن ي تعادل به نقطهبراي رسم مسير حالت نياز است كه بردار واصل نقطه. ي تعادل به سمت بيرون استنقطه
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ي قسمت قبل است با اين تفاوت كه بردارهاي ويژه آن بر هم اين مسئله حالت خاصي از مسئله. واقع هستيم را در نظر بگيريم

  .توان مسير حالت آن را مطابق زير رسم كردد و لذا ميمنطبقن

  3� 	1 10 �1� 

�� � 1��� & 1� � 0 % �� � �1, �� � 1 

�1 � 	�0.44720.8944 � , �2 � 	10� 
ي تعادل، ي ديگر سمت راست محور موهومي است، در نتيجه نقطهيكي از مقادير ويژه سمت چپ محور موهومي و مقدار ويژه

اگر شرايط اوليه را در راستاي بردارهاي ويژه انتخاب كنيم، مسير حالت در همان دانيم كه مي .است) Saddle Point(زيني 

). انداين بردارها در شكل با رنگ قرمز مشخص شده(كنيم هاي ويژه را رسم ميراستا باقي خواهد ماند بنابراين در ابتدا اين بردار

آن به سمت  ��اي است كه متغير مسير حالت به گونه ي فاز حركت را آغاز كنيم،ي دلخواه از صفحهفرض كنيد از يك نقطه

ي ي تعادل به نقطهبراي رسم مسير حالت نياز است كه بردار واصل نقطه. كندآن به سمت صفر ميل مي ��نهايت و متغير بي

ويژه و مقدار عددي مقدار بسته به ميزان تصوير بردار مورد نظر بر روي بردارهاي . حالتي كه در آن واقع هستيم را در نظر بگيريم

دهيم، مسير توان شمايي از مسير حالت را رسم كرد اين روند را مطابق قسمت اول انجام ميي متناظر هر بردار ويژه ميويژه

  .شودحالت آن مطابق زير رسم مي

-1 -0.5 0 0.5 1
-1

-0.5

0

0.5

1
Phase Plane

x1

x2



٩ 
 

 
��λل استاندارد را طوري يافته كه ماتريس به شك Tالبته راه ديگري نيز وجود دارد و آن اين كه ابتدا تبديل  00 λ�� تبديل شود .

استفاده كرده و مسير  Tآنگاه از تبديل معكوس . كنيمرا مطابق شكل زير رسم مي �Vو  �Vآنگاه مسير حالت متغيرهاي جديد 

 .كنيمحالت را رسم مي

  4� 	 1 5�1 �1� 

�� � 1��� & 1� & 5 � �� & 4 � 0 % �� � 2X, �� � �2X 
دانيم كه در اين حالت مي .است )Center Point(ي تعادل، مركز نتيجه نقطه هر دو مقدار ويژه روي محور موهومي هستند، در 

را طوري يافته كه ماتريس به شكل استاندارد  Tها ابتدا تبديل گونبراي يافتن بيضي. گون هستندمسيرهاي حالت بيضي

�0 �ββ 0  Tآنگاه از تبديل معكوس . كنيمرا مطابق شكل زير رسم مي �Vو  �Vآنگاه مسير حالت متغيرهاي جديد . تبديل شود �

در  ��و  ��ها نيز كافيست از توابع گونبراي يافتن جهت چرخش بيضي .كنيماستفاده كرده و مسير حالت را مطابق زير رسم مي

  . ي دلخواه استفاده كنيميك نقطه
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   5� 	2 �12 0 � 
��� � 2� & 2 � �� � 2� & 2 � 0 % �� � 1 & X, �� � 1 � X 

دانيم كه در اين حالت مي .ي تعادل، ناپايدار استهر دو مقدار ويژه سمت راست محور موهومي هستند، در نتيجه نقطه

را طوري يافته كه ماتريس به شكل استاندارد  Tابتدا تبديل . شوندي تعادل دور ميمسيرهاي حالت به صورت مارپيچ از نقطه

�α �ββ α  Tآنگاه از تبديل معكوس . كنيمرا مطابق شكل زير رسم مي �Vو  �Vآنگاه مسير حالت متغيرهاي جديد . تبديل شود �

  .كنيماستفاده كرده و مسير حالت را رسم مي
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6� 	0 �12 �2� 

��� & 2� & 2 � �� & 2� & 2 � 0 % �� � �1 & X, �� � �1 � X 

دانيم كه در اين حالت مسيرهاي مي .ي تعادل، پايدار استقطههر دو مقدار ويژه سمت چپ محور موهومي هستند، در نتيجه ن

�αرا طوري يافته كه ماتريس به شكل استاندارد  Tابتدا تبديل . شوندي تعادل دور ميحالت به صورت مارپيچ از نقطه �ββ α � 

استفاده  Tآنگاه از تبديل معكوس . كنيمرا مطابق شكل زير رسم مي �Vو  �Vآنگاه مسير حالت متغيرهاي جديد . تبديل شود

  .كنيمكرده و مسير حالت را رسم مي
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  :9پاسخ تمرين شماره 

دراين تمرين سعي داريم تا اثر اصطحكاك ايستايي را در يك سيستم جرم و فنر مورد بررسي قرار دهيم براي اين كار در ابتدا 

  . كنيمكار از ادبيات مكانيك نيوتني استفاده ميبراي اين . كنيمسيستم مورد نظر را مدلسازي مي

\ *�]*$� & ^] & _`�]� � 0 
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ي دوم مي باشد براي اينكه بتوان آنها را به فرم معادلات حالت درآورد بايد متغيرهاي حالت را معادله بدست آمده در بالا، مرتبه

�  به صورت زير تعريف كرد�� � ��                    ; �� � ] 

��� � � \̂ �� � _̀ ����\           ; �� � ]�  
0  . آوريماكنون با استفاده از معادلات بدست آمده تمامي نقاط تعادل را بدست مي � �� 

0 � � \̂ �� � _̀ �0�\  

�� � � _̀ �0�^  

̀_مي دانيم  –مي تواند مقاديري از   ��0 �توان به صورت زير را اختيار كند بنابراين نقاط تعادل در صفحه حالت را مي "�تا  "

اين موضوع از لحاظ مفهومي نيز قابل استنباط مي . باشندلازم به ذكر است كه در اين سيستم نقاط تعادل ايزوله نمي. نشان داد

ت است بنابراين با جابجاكردن جسم ممكن باشد به طوري كه اين اصطكاك ايستايي همواره داراي جهتي در خلاف مسير حرك

  . است اين اصطكاك ايستايي موجب شود تا برآيند نيروهاي وارد بر جسم مانع از حركت آن شود

2x

1xk

f0

k

f0−

  
اكنون با استفاده از تشكيل 

cFIcFG كنيماقدام به يافتن مسير حالت مي .  *��*�� � � \̂ d����e � 1\ _̀ ������  

�) الف� 5 0 *��*�� � � \̂ d����e � 1\ �"�� 

��*�� � d� \̂ �� � �"\e *�� 

���2 & * � � \̂  ���2 � �"\ ��   
��� & \̂ ��� & 2�"\ �� & * � 0 

��� & \̂ f��� & 2�"\ �� & d�"\e�g � \̂ d�"\e� & * � 0 
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��� & d�� & �"̂e�
\̂ � � \̂ d�"\e� & * 

  . شوديمعادلات بالا با در آخر به صورت زير م

]� & �� & ,��
( � 4� , , � �"^  , ( � \̂ , 4 � � \̂ d�"\e� & * 

��مشاهده مي شود مسير حالت بيضي هايي به مركز  hij , �مي باشد اكنون اگر براي حالت   �0� � نيز اين معادلات مسير  0

  . حالت را بدست آوريم كه به صورت زير خواهد شد

]� & �� & ,��
( � 4� , , � � �"^  , ( � \̂ , 4 � � \̂ d�"\e� & * 

�[)مي دانيم نمايش معادله  & �� & ,�� � و  �، بيضي است با شعاع هاي ��
k√m  و مركز��,, يابيم با اين توضيحات درمي. �0

. كه با تغيير ثابت انتگرال گيري تنها شعاع بيضي تغيير خواهد كرد و نسبت شعاع هاي آن نيز دستخوش تغيير نخواهد شد

  . بنابراين مي توان اين بيضي ها را به صورت زير ترسيم كرد

2x

1x
k

f0

k

f0−

  
ست براي اين كار كافي است در هر ناحيه، با استفاده از اقدام بعدي براي تكميل مسير حالت يافتن جهت هاي مسير حالت ا

را مشخص كنيم براي اين كار كافي است تنها بار ارائه يك مثال در هر ناحيه اين مهم را به  ���و  ���معادلات حالت، علامت 

  .انجام برسانيم

را  ���و  ���قرار داده و علامت  ��1,1برابر با براي بررسي در ناحيه اول كافي است تا به عنوان نمونه حالت ها را :  ناحيه اول 

�  .مشخص كنيم�� � 1 5 0 

��� �� � \̂ �� � �"\ � 0 

ها  ��ها افزايش يافته و  ��هاي بدست آمده مي توان نتيجه گرفت كه مسير حالت در جهتي است كه با استفاده از علامت

  . يابندكاهش مي

  . كنيمانجام داد و جهت را يافت اكنون اقدام به تكميل مسير حالت ميبراي مابقي نواحي نيز مي توان عمليات فوق را 
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��فرض كنيد در محل . كنيمبراي فهم بيشتر مسير حالت هاي رسم شده مثالي را بيان مي", قرار داشته باشيم با شروع از  �"[

رسد اين موضوع نيز از لحاظ ر در جهت حركت خود به نقطه تعادل ميكنيم كه جسم پس از سه بار تغيياين حالت مشاهده مي

  . رسندفيزيك نيز واضح است هرچه سرعت اوليه و مكان اوليه از تعادل ها دورتر باشند با نوسانات بيشتري به تعادل مي

2x

1x
k

f0

k

f0−

),( 2010 xx

  
توان درباره پايداري اضهار نظر كرد بنابراين بايد يجه نميدر حالت خطي سازي شده قطب ها از نوع موهومي مزدوج است در نت

در اين مسئله با رسم مسير حالت، استفاده از تعريف پايداري كمك بسيار . از روش ديگري براي بررسي پايداري استفاده كنيم

-براي آن در نظر بگيريم حتما مي nهركدام از تعادل هاي سيستم را كه در نظر بگيريمو يك . زيادي در بررسي پايداري مي كند

  . بمانيم   εدر نظر گرفت كه با شروع حالت در آن محدوده، همواره داخل  oتوان براي آن يك 
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  .تواند باشدباشند پايداري از نوع مجانبي نميبه دليل اينكه نقاط تعادل ايزوله نمي

  ):ب( 10پاسخ تمرين شماره 

ين تمرين سعي خواهيم داشت تا با استفاده از روش خطوط هم شيب، مسير حالت را براي يك سيستم غيرخطي در ا 

  . رسم نماييم

�*  . كنيمدر ابتدا با در نظر گرفتن چند شيب مختلف اقدام به يافتن منحني هم شيب براي آنها كرده و آن ها را رسم مي�*�� � ������� � \ 

\) الف � 1 ����� � 1 % ��� � �� 

\ )ب � �1  ����� � 1 % ��� � ��� 

\) ج � 0  ����� � 1 % �� � 0 

\) د � ∞  �� � 0 

2x

1x

  
توان به صورت كيفي مسير حالت را رسم كرد كه يكي از اين مسير حالت ها به صورت زير با استفاده از رسم اين منحني ها مي

  . خواهد شد
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  :12پاسخ تمرين شماره 

�  :هاي گسستهشرط تعادل سيستم) الفp^ & 1q � �p^q 
نقاط تعادل r �sp^q 
�sp^q � �sp^q � ���sp^q�����sp^q� % ���sp^q�����sp^q� � 0 h��Fspjq�t"uvvvvvvw ���sp^q� � 0 

�  :ي تعادلخطي سازي در نقطه) بp^ & 1q � �sp^q & �j��p^q � �sp^q� 

�j � D�D� ��sp^q� 

D�D� � DD� f�p^q � ���p^q�����p^q�g � 1 � ����p^q�����p^q� � ���p^q��x��p^q���� ��p^q� � 1 � ��� ��p^q� � ���p^q��x��p^q���� ��p^q�
� 1 � 1 & ���p^q��x��p^q���� ��p^q� � ���p^q��x��p^q���� ��p^q�  

�j � ���sp^q��x��sp^q���� ��sp^q� h�Fspjq�H"uvvvvvvw �j � 0 

Vي سيستم خطي سازي شده در شود مقدار ويژههمان طور كه مشاهده مي � لذا  ي واحد استقرار داشته كه داخل دايره 0

  .ي تعادلش پايدار مجانبي استسيستم خطي سازي شده پايدار مجانبي است و به تبع آن سيستم غيرخطي حول نقط

  

 

  

 


